/\/\/ Capitulo 3

Estabilidad en el Plano Complejo

Introduccion

La estabilidad de un sistema lineal en lazo cerrado se determina a partir-de la ubicacion de los
polos en lazo cerrado en el plano s. Si alguno de estos polos se encuentra’en el semiplano derecho del
plano s, entonces conforme aumenta el tiempo, producird el modo dominante y la_respuesta transitoria
aumentard en forma monotona u oscilarda con una amplitud creciente; en tal<sentido el\sistema sera
inestable.
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En éstas condiciones tan pronto como se efectia la excitacidén a este sistema, la salida aumenta
con el tiempo (en—forma divergente). Si en el sistema no-posee upa caracteristica de saturacion o no se
incluye un mecanismo seguridad” para acetar la\salida, el sistema puede terminar por entrar en un
comportamiento que puede involucrar potencial~dafo. o falla, dado que la respuesta de un sistema fisico
real no puede‘aumentar indefinidamente.

Por ende, en el sistema de controllineal normal no se permiten los polos en lazo cerrado en el
semiplano derecho del plano s.

Si todos_los polos en lazo cerrado-se encuentran a la izquierda del eje jw, cualquier respuesta
transitotia termina\por alcanzar el equilibrio. Esto representa un sistema estable.

Que un sistema lineal sea estable\o inestable es una propiedad del sistema mismo y no depende
de la entrada ni de la funcionde excitacion del sistema.

Los polos/de Ta entrada, o-de la-funcion de excitacion, no afectan la propiedad de estabilidad del
sistema, sino sdlo contribuyen a los términos de respuesta en estado estable en la solucion. Por tanto, el
problema de estabilidad absoluta se soluciona con facilidad al no elegir polos en lazo cerrado en el
semiplano derecho del plano s, incluyendo el eje jw, (Matematicamente, los polos en lazo cerrado sobre el
eje jw produciran oscilaciones, cuya amplitud no se reduce ni crece con el tiempo).

Sin embargo, en los casos practicos en los que hay ruido, la amplitud de las oscilaciones aumenta
a una velocidad determinada por el nivel de la potencia del ruido. Por tanto, un sistema de control no debe
tener polos en lazo cerrado en el eje jw).

Observe que el solo hecho de que todos los polos en lazo cerrado se encuentren en el semiplano
izquierdo del plano s no garantiza caracteristicas satisfactorias de respuesta transitoria. Si los polos
dominantes complejos conjugados en lazo cerrado se encuentran cerca del eje jw, la respuesta transitoria
exhibird oscilaciones excesivas o serd muy lenta. Por tal razén, a fin de garantizar caracteristicas de
respuesta transitoria rapidas y bien amortiguadas, es necesario que los polos en lazo cerrado del sistema
se encuentren en una region determinada del plano complejo, tal como la region delimitada por el area
sombreada de la Figura 1.
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2 Estabilidad en el Plano Complejo

Dado que la estabilidad relativa y el desempeio transitorio de un sistema de control en lazo
cerrado se relacionan directamente con el patron de polos y ceros en lazo cerrado en el plano s, con
frecuencia es necesario ajustar uno o mas parametros para obtener los patrones convenientes.
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Figura 1. Region del plano complejo que satisface las condiciones &> 0.4 y-£<41u.

Criterio de Estabilidad de Routh

El problema mas importante de-los sistemas_de control lineal tiene que ver con la estabilidad.
Este problema es fundamentalmente responder la pregunta ;bajo qué condiciones se vuelve inestable un
sistema? Y en el caso de que sies inestable, {como)se puede hacer para estabilizarlo?

Como ya se‘conoce un sistema.de control es estable si y solo si todos los polos en lazo cerrado se
encuentran en el semiplano izquierde del plane-s. Dado~que casi, todos los sistemas lineales en lazo
cerrado tienen funciones de transferencia en lazo cerrado de la forma:

C(5)  bys™+bs™ +.54+b,454b,  B(s)

R(s)  aps” +as"" +ova, s+a, Als)

en donde las {a J }Z: 0 Y las {b ; }T: o son constantes y n< n, primero se debe factorizar el polinomio A(s)

para encontrar_los_polos en laze _cerrado>Un criterio simple, conocido como el criterio de estabilidad de
Routh, permite determinarla cantidad de polos en lazo cerrado que se encuentran en el semiplano derecho
del plano_s sin tener que factorizar/el polinomio.

El criterio-de estabilidad de Routh dice si existen o no raices inestables en una ecuacion
polinomial;. sin ‘tener ‘que obtenerlas en realidad. Este criterio de estabilidad solo se aplica a los
polinomios con una-cantidad finita de términos. Cuando se aplica el criterio a un sistema de control, la
informacion acerca de la estabilidad absoluta se obtiene directamente de los coeficientes de la ecuacién
caracteristica.

El procedimiento en el criterio de estabilidad de Routh es el siguiente:
1. Escribir el polinomio en s en la forma siguiente:

n-1

aps" +a;s"" +...+a,s+a, =0 (D

en donde los coeficientes son cantidades reales. Suponemos que a, #0; es decir, se

elimina cualquier raiz cero.

2. Si alguno de los coeficientes es cero o negativo, ante la presencia de al menos un coeficiente
positivo, hay una raiz, o raices imaginarias o que tiene partes reales positivas. En tal caso, el
sistema no es estable. Si s6lo nos interesa la estabilidad absoluta, no es necesario continuar
con el procedimiento. Observe que todos los coeficientes deben ser positivos. Esta es una
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Teoria de Control 3

condicidén necesaria, como se aprecia a partir del argumento siguiente: un polinomio en s
con coeficientes reales siempre puede factorizarse en factores lineales y cuadraticos tales
como (s +a)y (s° + bs + ¢), en donde g, b y ¢ son numeros reales. Los factores lineales
producen las raices reales y los factores cuadraticos producen las raices complejas del
polinomio. El factor (sz + bs + ¢) produce las raices con partes reales negativas solosiby ¢
son ambas positivas. Para todas las raices que tienen partes reales negativas, las constantes a,
b, c,... deben ser positivas en todos los factores. El producto de cualquier cantidad de
factores lineales y cuadraticos que contengan solo coeficientes positivos siempre produce un
polinomio con coeficientes positivos. Es importante sefialar que la condicion de que todos
los coeficientes sean positivos no es suficiente para asegurar la estabilidad. La condicion
necesaria, pero no suficiente, para la estabilidad es que todos los coeficientes de la ecuacion
(1) estén presentes y tengan un signo positivo. (Si todas las a son negativas, se hacen
positivas multiplicando ambos miembros de la ecuacion por -1,)

Si todos los coeficientes son positivos, ordene los coeficientes del polinomio en renglones y

columnas de acuerdo con el patron o arreglo siguiente:

n
s ay, a, a, ag

n-1
s a, ay as ag
s"2 b by, by b,
" e e o oy

s d, dy di d,

s e e
1

s~
0

s &1

Los coeficientes by, b), bs, etcy, se evaltian del'modo siguiente:

by = @a; —agd;
4

by = Hdg=9o9s
4

by = 446 — Aoy
4

La evaluacion.de las-b continta hasta’que todas las restantes son cero. Se sigue el mismo patron
de-multiplicacion-cruzada de los|coeficientes de los dos renglones anteriores al evaluar las ¢, las
d, las e, etc. Es decir;,

_bay—ab,

¢ =——"=
by

_bas—abs

, =13
b,

_ ba; —ab,

C3 =

by
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4 Estabilidad en el Plano Complejo

¢by, —bic

d, =527 0%

G

by —bc
d2 _ 173 1~3

G

Este proceso contintia hasta que se completa el n-ésimo renglon. El arreglo completo de los

coeficientes es triangular. Observe que, al desarrollar el arreglo, un renglon completo se divide entre, o se
multiplica por, un nimero positivo para simplificar el cadlculo numérico sub-secuente sin alterar la
conclusion de la estabilidad.

El criterio de estabilidad de Routh plantea que el nimero de raices de la ecuacion (1) con partes
reales positivas es igual al nimero de cambios de signo de los coeficientes de la primera columna del
arreglo. Debe sefialarse que no es necesario conocer los valores exactos dé los términos de la primera
columna; sdlo se necesitan los signos. La condicion necesaria y suficient¢ para que todas las raices de la
ecuacion (1) se encuentren en el semiplano izquierdo del plano s es‘que todoes-los coeficientes de la
ecuacion (1) sean positivos y que todos los términos de la primera columna del arreglo, tengan signo
positivo.

Ejemplo 1.
Aplicar el criterio de estabilidad de Routh al siguiente polinomio‘de tercer orden:
a0s3 + als2 +d,s+ay=0
en donde todos los coeficientes son nimeros positivos. El arreglo de coeficientes se convierte en

S a day
s? a ay
a1a, =~aya;

S1
a4
s’ a,

La condicion de que todas las raices tengan partes reales negativas se obtiene mediante
aa, > yas

Ejemplo 2.
Considere el siguiente polinomio:

st425% £35% +4545<0
Se sigue el procedimiento que s¢ acaba de presentar.y se construye el arreglo de coeficientes. (Los
primeros dos renglones se obtienen directamente del polinomio-dado. Los términos restantes se obtienen
de éstos. Si faltan coeficientes.en el arreglo, se-sustituyen-con ceros.)

st1305
2 40
251 5
st C6
05
st 13 5
S 2 4

1 2
s2 15
s' -3
s 5

En éste ejemplo, hay dos cambios de signo en los coeficientes de la primera columna. Esto significa que
existen dos raices con partes reales positivas. Observe que el resultado no se modifica cuando los
coeficientes de cualquier renglon se multiplican por, o se dividen entre, un numero positivo para
simplificar el célculo.
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Teoria de Control 5

Casos Especiales

Si el término de la primera columna de cualquier renglon es cero, pero los términos restantes no
son cero, o no hay términos restantes, el término cero se sustituye con un numero positivo muy pequefio &
y se evalta el resto del arreglo. Por ejemplo, considere la ecuacion

S +257+5+2=0 Q)
El arreglo de coeficientes es

K 1
22 2
st o=e
s° 2

Si el signo del coeficiente que esta encima del cero (g) es igual al signo.que esta abajo de él,
quiere decir que hay un par de raices imaginarias. En realidad, la ecuacién’(2) tiene dos-raices en s = £ .

Sin embargo, si el signo del coeficiente que esta encima del cero.(¢) es.opuesto al del que esta
abajo, quiere decir que hay un cambio de signo. Por ejemplo, para la ecuacion:

24257 4542 =(s—1)2(s+2)=0
el arreglo de coeficientes es

s 1 =3
Un cambio de signo: 2 0~e 2
. . 1 2
Un cambio de signo: s =3- "
s° 2

Hay dos cambios de signo en los coeficientes ‘de la primera columna. Esto coincide con el
resultado correcto indicado por laforma factorizada de la ecuacion polinomial.

Si todos los coeficientes de cualquier renglon son cero-significa que existen raices de igual
magnitud que se encuentran radialmente opuestas en el ‘plano s, es-decir, dos raices con magnitudes
iguales y signos opuestos-y/o_dos raices.imaginarias conjugadas. En este caso, la evaluacion del resto del
arreglo continia mediante la formacion de'uh polinomio auxiliar con los coeficientes del ltimo renglon y
mediante el empleo’de los coeficientes.de la derivada~de este polinomio en el renglén siguiente. Tales
raices con magnitudes igual€s y radialmente opuéstas en el plano s se encuentran despejando el polinomio
auxiliar, que siempre es-par. Para un polinomio auxiliar.de grado2n, existen n pares de raices iguales y
opuestas. Por ejemplo;-considere 1a ecuacion:

$3 +25% + 2453 +4852 2255 -50=0

arréglo de coeficientes es

¥ 1\ 24 -2§

s*\ 2 48 50"« Polinomio auxiliar P(s)

570 0
Todos los términos del renglén s° son cero. Después se forma el polinomio auxiliar a partir de
los coeficientes del renglon 5¢. El polinomio auxiliar P(s) es:

P(s) = 25" + 48s5% - 50

lo cual indica que hay dos pares de raices de igual magnitud y signo opuesto. Estos pares se obtienen
resolviendo la ecuacion del polinomio auxiliar P(s) = 0. La derivada de P(s) con respecto a s es:
P(5) g3 4 o4
ds
Los coeficientes de la tltima ecuacién, es decir, 8 y 96, sustituyen los términos del renglon s°.
Por consiguiente, el arreglo de coeficientes se convierte en:
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6 Estabilidad en el Plano Complejo

s 1 24 25

st 2 48 -50

s 8 96 «— Coeficientes de dP(s)/ds
5 24 -50

s! 2.7 0

s -50

Se ve que hay un cambio de signo en la primera columna del arreglo nuevo. Por tanto, la
ecuacion original tiene una raiz con una parte real positiva. Despejando las raices de la ecuacion del
polinomio auxiliar

25" + 4857 -50 =0

Se obtiene

s$=1,8= -25
o bien

s==£1, s=%5

Estos dos pares de raices son una parte de las raices de la ecuacion original. "De~hecho, 1la
ecuacion original se escribe en forma factorizada del modo-siguiente:

(s + (s - D(s +45)(s -jS)(s +2) =0

Analisis de Estabilidad Relativa

El criterio de estabilidad de Routh proporciona la. respuesta~a la pregunta de la estabilidad
absoluta. Esto, en muchos casos practicos, no es suficiente. Porlo general,'se requiere informacion acerca
de la estabilidad relativa del sistema. Un-enfoque util para examinar la estabilidad relativa es cambiar el
eje del plano s y aplicar el criterio de estabilidad de.Routh:

Es decir, se escribe

S=ES—a
(o = constante)
en la ecuacion caraeferistica del sistema, se escribe el pelinomio en términos de s, y se aplica el criterio
de estabilidad de Routh al nievo-polinomio _en s-La.cantidad de cambios de signo en la primera columna
del arreglo desarrollado para el polinomio en_ s es igual a la cantidad de raices que se localizan a la
derecha de/la linea vertical s = -o. Por tanto, esta.prueba reveld la cantidad de raices que se encuentran a
la derecha de la linea vertical s°= -o

Aplicacion deleriterio de.estabilidad de Routh-al’analisis de un sistema de control. El criterio de
estabilidad de'Routh tiene una utilidad limitada-en el analisis de un sistema de control lineal, sobre todo
porque no sugiere como mejorar la estabilidad relativa ni como estabilizar un sistema inestable. Sin
embargo;-es posible determinar los efectos de cambiar uno o dos pardmetros de un sistema si se examinan
los valores que produeen inestabilidad. A continuacion se considera el problema de determinar el rango
de estabilidad para el'valor de un parametro.

Considere el sistema-de la Figura 2.

R(S) + K Cis)
s(s2+s+1Xs+2)+K -

Figura 2. Sistema de Control para analizar la estabilidad relativa
Se desea determinar el rango de valores de K para la estabilidad. La funcion de transferencia en
lazo cerrado es:

C(s) K

R(S) s(s2 +5 +1Xs +2)+K

La ecuacion caracteristica es
st 435 4352 4254+K =0
El arreglo de coeficientes se convierte en:
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Teoria de Control 7

st 1 3 K
s 3 2 0
s 7/3 K

s! 2-9/7K

s K

Para la estabilidad, K debe ser positiva (K > 0), y todos los coeficientes de la primera columna
deben serlo también. Por tanto, se debe cumplir:

ﬂ>K>0
9

Cuando K = 14/9, el sistema se vuelve oscilatorio y, matematicamente, la oscilacion se mantiene
en una amplitud constante.

Referencias Documentales

[1] Ogata, K., Ingenieria de Control Moderna, Prentice Hall, 1980.
[2] Anderson, P.M. & Fuad, A.A. Power System Control and Stability-Second Edition/ IEEE Press.
[3] Kundur, P. Power System Stability and Control. Mc Graw Hill, 1999.

Francisco M. Gonzalez-Longatt, Septiembre 2007

Solo para ser empleado con objetivo de evaluacion, o académicos. Prohibido la reproduccion total o parcial de este documento. Derechos de Autor Reservados.

Copyright © 2007. Francisco M. Gonzalez-Longatt. fglongatt@ieee.org



