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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• Obtener un modelo dinámico para el sistema de
fuerzas trasnacional en al dirección vertical que sefuerzas trasnacional en al dirección vertical que se
muestra considerando que la entrada fuerza f(t),
Salidas x1(t) x2(t)

2M

2/B2/B 2k

( )tx22
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

2/B2/B k 2/B2/B 2k

( )2M ( )tx2

Salida 2

1k( ) ( )txtx 21 −

1M ( )tx1
Salida 1Elongación
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• Con las posiciones de referencia determinadas tal
como se ha especificado.como se ha especificado.

• Un desplazamiento inicial del resorte superior
produce una fuerza igual y opuesta a M1g + M2g.p g y p 1g 2g

• Y un desplazamiento inicial del resorte inferior
produce una fuerza que compensa M1g.1
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• Se efectúa un diagrama de cuerpo libre:
( )txKFR 222 =

( )tdxBF 2
1 =B

( )tdxBF 2
2 =B Fuerzas Pasivas se dirigen( )txR 222 dt

F 1 2Bdt
F 2 2B Fuerzas Pasivas se dirigen 

en sentido opuesto al 
desplazamiento

2M ( )tx2
( ) ( )[ ]txtxKFR 2111 −=

( ) ( )[ ]txtxKFR 2111 −= 1M ( )tx1

( )tf
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• Del cuerpo M1 se tiene:
( ) ( )[ ]txtxKF ( )

Aplicando la 2da Ley de 
Newton:( ) ( )[ ]txtxKFR 2111 −= ( ) 111 RFaMtf +=

1M ( )tx1( )

Sustituyendo las respectivas fuerzas se 

( )tf
( ) ( ) ( ) ( )[ ]txtxKtxdMtf 2112

1
2

1 −+=

tiene:
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• Del cuerpo M2 se tiene:
( )txKFR 222 =

( )tdxBF 2=
( )tdxBF 2= ( )txKFR 222 dt

F 1 2
=Bdt

F 2 2
=B

2M ( )tx22 ( )tx2

A li d l 2d L d N t

( ) ( )[ ]txtxKFR 2111 −=
1212220 RBBR FFFFaM −+++=

Aplicando la 2da Ley de Newton:
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

( )txKFR 222 =
( )

dt
tdxBF 2

1 2
=B

( )
dt

tdxBF 2
2 2
=B

2M ( )tx2

Sustituyendo las respectivas fuerzas se

( ) ( )[ ]txtxKFR 2111 −=

Sustituyendo las respectivas fuerzas se 
tiene:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
dt

tdxBtxKtxtxK
dt

txdM ++−−= 222112
2

2

20
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1. Modelo Matemático de Sistemas Físicos

• El modelo dinámico del sistema queda dado por las
siguientes ecuaciones diferenciales:siguientes ecuaciones diferenciales:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0222112
2

2

2 =++−−
dt

tdxBtxKtxtxK
dt

txdM
dtdt

( ) ( ) ( )[ ] ( )tftxtxKtxdM =−+ 2112
1

2

1 ( ) ( )[ ] ( )f
dt 21121
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2. Función de Transferencia
• Para la combinación de circuitos con fuentes

dependientes, tal y como se muestra en la siguientedependientes, tal y como se muestra en la siguiente
Figura.

1R1R

( )tv L( )ti
( )tik 11

R C

+

( )tv + ( )k

+

( )( )tv1 L( )ti1 2R C

−

( )tv2
+
− ( )tvk 22

−

( )tv3

• Determinar la función de transferencia V3(s)/V1(s).
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2. Función de Transferencia
• Se procede a establecer las ecuaciones circuitales que

definen la mala de la entradadefinen la mala de la entrada
1R

( )tik + +

( )tv1 L( )ti1
( )tik 11

2R C

−

( )tv2
+
− ( )tvk 22

−

( )tv3

( )tdi( ) ( ) ( )
dt

tdiLtiRtvin
1

1 +=
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2. Función de Transferencia
• En la segunda red acoplada, y se aplica la ley de

corriente de Kirchoff: ( ) ( )tdvCti 2corriente de Kirchoff:
1R

( )tik + +

( ) ( )
dt

Ctic 2
2=

( )tv1 L( )ti1
( )tik 11

2R C

−

( )tv2
+
− ( )tvk 22

−

( )tv3

( )tik 11 ( )tic
( ) ( ) ( )tdvtv

( )
2

2

R
tv

( ) ( ) ( )
dt

tdvC
R

tvtik 2
2

2

2
11 +=
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2. Función de Transferencia
• De la tercera malla se tiene:

1R

( )tv1 L( )ti1
( )tik 11

2R C

+

( )tv2
+
− ( )tvk 22

+

( )tv3

− −

( ) ( )( ) ( )tvktvout 22=
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2. Función de Transferencia
• El modelo dinámico del circuito resulta ser:

( ) ( ) ( )tdvCtvik 22( ) ( ) ( )
dt

tdvC
R

tvtik 2
2

2

2
11 +=

( ) ( )tvktv =

( ) ( ) ( )tdiLtiRtvin
1

1 +=

( ) ( )tvktvout 22=

• Se procede a aplicar transformada de Laplace en
ambos lados de cada ecuación considerando las

( ) ( )
dtin 1

ambos lados de cada ecuación, considerando las
condiciones iníciales nulas.

Dr. Francisco M. Gonzalez-Longatt, fglongatt@ieee.org
Copyright © 2008

TEORÍA DE CONTROL
Ejemplos de Modelación de Sistemas Físicos



2. Función de Transferencia
• Aplicando transformada de Laplace resulta:

( ) ( ) ( )
dt

tdiLtiRtvin
1

1 +=
( )

( ) ( ) ( )ssLIsIRsVin 111 +=
dt

( ) ( ) ( )
dt

tdvC
R

tvtik 2
2

2

2
11 += ( ) ( ) ( )sVsC

R
sVsIk 22

2

2
11 +=

dtR2

( ) ( )tvktvout 22=
( ) ( )sVksVout 22=
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2. Función de Transferencia
• Se despeja I1:

( ) ( )sV ( ) ( ) ( )sV( ) ( )
sLR
sVsI in

+
=

1
1 ( ) ( ) ( )sVsC

R
sVsIk 22

2

2
11 +=

( ) ⎤⎡( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

+ 2
2

2
1

1
1 sC
R

sV
sLR
sVk in

• Se opera matemáticamente:
( )( )

( )( )221

122

1 CsRsLR
sVkRkV in

out ++
=
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2. Función de Transferencia
• Finalmente la función de transferencia resulta:

kRkV
( )( )221

122

1 CsRsLR
kRk

V
V

in

out

++
=
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3. Función de Transferencia
• Para el sistema de control mostrado en la Figura.

( )sTW

2

1

N
N

( )sTW

( )sΘ ( )sI

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ++

bK

−

+( )sVa( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa

D i l ió ió d d

bK

0.1

• Determine la representación en ecuación de estado
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3. Función de Transferencia
• Para determinar la representación de estado del

sistema se tiene que la entrada y salida .( )tRθ ( )tθsistema se tiene que la entrada y salida .
• Para las variables intermedias se tiene:

( )tRθ ( )tyθ

( ) ( ){ }sVLtv 1− ( ) ( ){ }sILti 1−( ) ( ){ }sVLtv aa = ( ) ( ){ }sILti aa =

( ) ( ){ }sLt Mm Ω= −1ω ( ) ( ){ }sLt Ω= −1ω( ) ( ){ }Mm ( ) ( ){ }sLt yy Ω=ω
( ) ( ){ }sLt cc Θ= −1θ

1N

( )sTW

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ
2N

++

K

−

+( )sVa( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa
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3. Función de Transferencia
• Tomando en cuenta esta sección del diagrama de

bloques: ( )sTWbloques:

( )I

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ
2

1

N
N

++

bK

−

+( )sVa( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa

aa RsL +
1

TK
−

+( )sVa

( )sIa 0.1

aa

( )sMΩbK

( ) ( )tKiR
dt
diLtv mbaa

a
aa ω++=
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3. Función de Transferencia

( )sTW

• Para otra porción del sistema resulta:
( )sTW

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ
2

1

N
N

++

bK

−

+( )sVa( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa

1N

( )W

0.1

1 ( )sMΩ
2N

++( )IK
eqeq BsJ +( )sIK aT

( ) ( ) mEQ
m

EQWaT B
dt

dJtT
N
NtiK ωω

+=+
2

1
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3. Función de Transferencia

( )sTW

• Para la parte de la entrada se tiene:

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ
2

1

N
N

++

bK

−

+( )sVa( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa

0.1

+
( )sEΘ ( )sV
100 0K( )sRΘ

+

−

( )sVa

( )syΘ

( ) ( ) ( )[ ]ttKtv θθ100
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3. Función de Transferencia

( )sTW

• Para la parte de la salida:

100 0K
aa RsL +

1
TK

eqeq BsJ +
1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ
2

1

N
N

++

bK

−

+( )sVa

01

( )sRΘ
+

−

( )sEΘ ( )sIa

0.1

2

1

N
N

s
1 ( )syΘ

( )syΩ( )sMΩ

2 s

( ) dNt yθω 1=( )
dtN

tmω
2

=
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3. Función de Transferencia
• Finalmente el conjunto de ecuaciones que definen la

dinámica son:dinámica son:

( ) ( )tKiR
dt
diLtv mbaa

a
aa ω++=

( ) ( ) mEQ
m

EQWaT B
dt

dJtT
N
NtiK ωω

+=+ 1

( )
d

d
N
Nt y

m

θ
ω 1=

dtN2

( )
dtNm

2

( ) ( ) ( )[ ]ttKtv θθ −=100
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3. Función de Transferencia
• Se construye la presentación de modelo de estado:

⎤⎡⎤⎡ kkkR 100100

⎤⎡⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

⎥
⎤
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⎥
⎥
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⎢
⎢
⎢
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−−−

⎥
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⎢
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a
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i
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L
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L
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L
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i
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⎢
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⎥
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⎢
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⎣
W
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m
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N
J
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J
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θ
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θ
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3. Función de Transferencia
• Las ecuaciones algebraicas resultan ser:

⎤⎡⎤⎡ i

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎡ −

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ r
m

a
e

T

i
N θ

ω
θ
θ

00
01

00
100

1

⎦⎣⎦⎣⎥⎦⎢⎣
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y
y TN θ
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4. Reducción de Diagrama de Bloques
• Determine el diagrama de bloque equivalente

reducido del siguiente sistema.reducido del siguiente sistema.

1 1 1100 +s 1++ +

s
1

+
−

5
1
+s

s1001
1

+ 555
1
+s 100010100

1100
2 ++

+
ss

s
5

1
+s ( )syΘ

105−

−

+( )sRΘ
+

−
− + +

0.1
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4. Reducción de Diagrama de Bloques
• Se modifica la posición de un punto de bifurcación.

1 110010100 2 ++ ss

s1001
1

+ 555
1
+s 100010100

1100
2 ++

+
ss

s
5

1
+s−

+( )sRΘ
+

−
− +

s

+
−

5+s

( )syΘ

1100 +s

S difi l i ió d t d bif ió

105−

0.1

• Se modifica la posición de un punto de bifurcación, y
se efectúa una simplificación de cascada.

1 10010100 2 ++ ss

s1001
1

+ 555
1
+s 5

1
+s

105−

−

+( )sRΘ
+

−
− +

s

+
−

100010100
1100

2 ++
+s

( )( )51100 ++ ss

( )syΘ
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4. Reducción de Diagrama de Bloques
• Se simplifica otra cascada.

1
( )( )51100

10010100 2 ++ ss

s1001
1

+ 555
1
+s 5

1
+s−

+( )sRΘ
+

−
− +

s

+
−

( )1100105
2

+− s

( )( )51100 ++ ss

( )syΘ

S i lifi l t i

0.1

100010100 2 ++ ss

• Se simplifica la sumatoria

1

s1001
1

+ 555
1
+s−

+( )sRΘ
+

−
− +

s

( )
100010100
1100105

2
+− s

( )syΘ
( ) ( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
++

−
+ 1100

100101001
5

1 2

s
ss

s
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4. Reducción de Diagrama de Bloques
• Afectando sumas y simplificando:

1

s1001
1

+ 555
1
+s−

+( )sRΘ
+

−
− +

s

( )1100105 +− s

( )syΘ
( )( )11005

99990100 2

++
+−−

ss
ss

Fi l t lt

0.1

( )
100010100 2 ++ ss

• Finalmente resulta:

( )sRΘ ( )( )( )
9990001106080851089947161901797524420424301463391004552000011000000

9999010055500554200220
234567

222

+++
+−++−−−

sssssss
ssssss ( )syΘ

9990001106080851089947161901797524420424301463391004552000011000000 −−−+++ sssssss
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