Anexo 2-4

Meétodos Numéricos Aplicados a
Ecuaciones Diferenciales

2.1.1. Método de Euler Hacia Adelante

Partase del mas simple tipo de ecuacién diferencial ordinaria, que la de tipo “lineal de primer orden, el
clasico Problema de Cauchy de la forma:

Se desea resolver el problema g para determinar el valor de-la funcion y(t), para t=-1. Emplee un h =
0.2.

Resolucidn.

Se procede a determinar el n(imero de subintervalos equi-espaciados-t {0,1]:

:u n:]';:5 n:5
h 2

n

Se procede a aplicar el método.de Euler.

Yo = Yo
Para j =0, se tiene: Yy = 13t = 0.
Yl:Y0+hFO Yl:Y0+h(t0 +Y0)
Y, =1+0:2(0+1) Yp=1.2
Paraj=1,setiene; Y, =1.2 \{; =tg+h 1, =0.2
Y, =1.2+0.2(0.2+1.2) Y, =1.48

Paraj=2,setiene: Y, =148, t,=t;+h, t, =04
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2 Métodos Numéricos Aplicados a la Estabilidad en Sistemas de Potencia

Y; =1.48+0.2(0.4 +1.48) Y; =1.856

Paraj =3, se tiene: Y; =1.856, t;=t, +h, t;=0.6

Y, =Y, +hF, Y, =Y; +h(t; +Ys) Y, =2.3472
Para j = 4, se tiene: Y, =2.3472, t, =t;+h, t, =04

Tabla 1. Resultados paso a paso, tabulados por el Método ler
j tl Y(tiY
1 0.2 1.2
2 0.4 1.48
3 06 856
4 3 2.3472
5 0 2.97664

& Editor - C:\EulerSolve. m*

File Edit Text Cell Tools Debug Desktop ‘Window Help

Nl je@-c (S AF B0 BRE DB | sk |

1 % Metodo de Euler para Resclwer una Ecuacion Diferencial Ordinaria
2 % Resuelve por el Metodo de Euler Simple Hacla Adelante

5 $y" = filt. v, vla) =%0,; tinit < t £ tfinal

4 % hay N+l numero de subintervalos igualmente espaciados [tinit,tfinal]
5 %

[} % Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

7 % Fecha: March 9, 2006

g %

9 % Precaucion: Scolamente para usos de ensenanza.

10 %

11 - tinit =0;: % Comienzo del intervalo

12 - tfinal =1; % Final del interwvalo

3= ¥0 =1; % Condicion inicial

14 - h=0.2; % Paso de intefracion

15 - n=(tfinal-tinit)/h; % Numero de Puntos Necesarios

16 = Y=zeros(n,1); % Inicializar el vector de ZSalida

17 - t=zeros(n,1); % Inializar el vector de tiempo

18 - v ({l)=¥0;:

19 - t({l)=tinit;

20 - disp(’ q 5 Ti7)

2= I Lo 5]

22 = for i=1:n

23 - YT (i+1)=Y (1)+h*F (t (1),Y (1))

24 - t(i+l)=tinit+i*h;

b disp (sprintf (' %1 &g Egt.i,t(14+1), Y {14+1)))
ey end Fofor
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Capitulo I

A continuacion se presenta el contenido de este programa.

Método de Euler para Resolver una Ecuacidén Diferencial Ordinaria
Resuelve por el Método de Euler Simple Hacia Adelante

y' = £(t,y), y(a) = y0, tinit < t < tfinal

hay N+1 numero de sub-intervalos igualmente espaciados [tinit,tfinal]

Autor: Francisco M. Gonzadlez-Longatt
Fecha: March 9, 2006

Precaucidn: Solamente para usos de enseflanza.

0\° 0\® o® o\° o\® o\° o\ o\° o\° o\®

tinit =0; Comienzo del intervalo
tfinal =1; Final del intervalo

YO =1; Condicidn inicial
h=0.2; Paso de integracidn

Numero de Puntos Necesarios
Inicializar el vector de Salida
Inicializar\el vector de tiempo

n=(tfinal-tinit) /h$

Y=zeros (n,1) ;

t=zeros(n,1) ;

Y (1) =Y0;

t(1)=tinit;

for i=1:n
Y (i+1)
t(i+1)

end % for

o o o° o o o oo

Y (1i)/+ h*F(£A1) , Y (1)) ;
tinig + ixh;

Al ejecutar éste( programa, en el workspace de/MATLAB™, se obtiene la solucion de la ecuacion
diferencial®:

k tk Yk
1 0.2 1.2
2 0.4 1.48
3 0.6 1.856
4 0.8 2.3472
5 1.0 2197664
3.5F _
3 [ N
Exacta
2.5+ -
\\>\‘ »
>
2 L _
X
157 X Euler |
1 | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 03 04 05 /06 0.7 0.8 09 1
t

Figura 1. Grafico de la solucion punto a punto de la ecuacion diferencial’empleando el método de
Euler hacia adelante.

! Es importante, aclarar que el archivo presentado, no muestra resultados en el workspace, para que se publiquen en el modo

mostrado antes, se deben agregar unas lineas 20, 21y 25:
disp (' 3 tj Yj')
Aisp (! mmmmmm )
disp (sprintf (' %1 %9 %g',1i,t(i+1),Y(i+1)))
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4 Métodos Numéricos Aplicados a la Estabilidad en Sistemas de Potencia

Método de Euler Modificado

El método de Euler modificado tiene dos motivaciones. La primera es que es mas preciso que el método

de Euler por diferencias hacia delante o hacia atras. La segunda es que este método es mas estable que su
homologo hacia delante. EI método de Euler modificado también es reconocido como el método de punto
medio, y las ecuaciones aproximante:

Y, =Y, +DF(ti’Yi)
i+ 2

Yo=Y+ hF(t_ LY 1}
H—E |+E
El error local atribuible a este método es del orden de O(h®) mientras que el error global es O(h?)
Se va a proceder a resolver el mismo ejemplo, empleando el método de Euler-modificado:

Paraj =0, setiene: Yo =1, t;=0.

1.2

Y 1 =Yo+hF, Y01=Y0+h(t0+vo) Y01:1+0.2(O+l) Y

2 2 2

Y, =1.24

Y1=Y0+hF(t01,Y01] Y1:Yo+h(t01+Y01)
+E +E +E +—

2

Se sigue calculando para los restantes subintervalos y se-abtiene;

Tabla 2. Resultados paso a.paso,tabulados por el Método de Euler Modificado

i t; Y(t)
1 0.2 1.24
2 04 1.5768
3 0.6 2.0317
4 0.8 2.63067
5 1.0 3.40542
3.5F ‘
X Euler
8 | — Exacta i
° .
5 5l Euler Modificado |

0 0.1

0.2 0.3

0.4

05 06 07 0.8 0.9 1

Figura 2. Grafico de la solucion punto a punto de la ecuacion diferencial empleando el método de
Euler Modificado (Medio Punto).

Se procedio a implementar un archivo script en MATLAB™, cuyo nombre es EulerModSolve.m.

% Método de Euler Modificado para Resolver una Ecuacién Diferencial Ordinaria
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% Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

% Fecha: March 9, 2006

% Precaucién: Solamente para usos de ensefianza.
tinit =0; % Comienzo del intervalo

tfinal =1; % Final del intervalo

YO =1; % Condicién inicial

h=0.2; % Paso de integrasion

n=Ctfinal-tinit)/h; % Numero de Puntos Necesarios
Y=zeros(n,1); % Inicializar el vector de Salida
t=zeros(n,1); % Inializar el vector de tiempo
Y(1)=YO0;

t(D)=tinit;

for i=1:n

t(i+1l)=tinit+i*h;

YO(i+1)=Y(D)+FN*FQY (i), (i))/2;

Y@+ =Y(1)*h*E(YO0(i+1),t(i)+h/2);
end % for

L-os resultados obtenidos con EulerMod$olve.m son:

J t] Y]
1 0.2 1.24
2 04 1.5768
3 0.6 2. 0317
4 0.8 2.63067
5 1 3.40542

2.2 Método de Heun(Predictor Corrector)

El método de Euler posee un’serio defecto en su aproximacion para determinar la pendiente usando en
cada paso de la iteracion. Unade-las mejoras que-se aplica el método de Euler, es el denominado Predictor-
Corrector, cuya ecuaciones interactivas resultan’ser:

Yo FY £ hF(ti 'Yi)
ﬂA:YFFgF@wﬁ)+F@AN&ﬂ
El error local es de O(h®) y el error global es'de orden’O(h®). Al sustituir valores se tiene:

Tabla 3. Resultados paso a paso, tabulados por el Método Predictor Corrector

i i Y(t)
1 0.2 1.24
2 04 1.5768
3 0.6 2.0317
4 0.8 2.63067
5 1.0 3.40542

Se verifica que a primera vista los resultados son idénticos a los obtenidos por del-método de Euler
Modificado.
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6 Métodos Numéricos Aplicados a la Estabilidad en Sistemas de Potencia

% Método de Heun para Resolver una Ecuacién Diferencial Ordinaria
% Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

% Fecha: March 9, 2006

% Precaucion: Solamente para usos de ensefianza.

tinit =0; % Comienzo del intervalo

tfinal =1; % Final del intervalo

YO =1; % Condicion inicial

h=0.2; % Paso de intefracion

n=Ctfinal-tinit)/h; % Numero de Puntos Necesarios
Y=zeros(n,1); % Inicializar el vector de Salida
t=zeros(n,1); % Inicializar el vector de tiempo
Y(1)=YO0;

t()=tinit;

for i=1:n

t(i+1)=tinit+i*h;
YO(i+1)=Y(1)+h*F(Y (1), t(i));
Y(i+1)=Y(i)+h/2*(F(YO(i+1) , t(i+1))+F(Y (1), t(i)));
end % for

Los resultados obtenidos por el programa codificado HeunSolve.m, es:

2.3 Métodos de Runge-Kutta

2.3.1.1.  Segundo Orden (Método de Ralston)

Para el caso del Runge-Kutta de segundo orden) es también conocido como_el Método de Ralston, se tiene
que las ecuaciones iterativas son:

k, = F(ti +§h,Yi +§k1h)
4 4

1 2
Yi+1 :Yi + h(gkl +§k2)
Al efectuar las respectivas evaluaciones se tiene:

Tabla 4. Resultados paso a paso;tabulados por el Método Runge-Kutta de Segundo Orden

i t; Y(t)
1 0.2 1.24
2 0.4 1.5768
3 0.6 2.0317
4 0.8 2.63067
5 1.0 3.40542

Se codificd las ecuaciones aproximantes en el archivo sripct de MATLAB™, Ilamado RalstonSolve.m,
arrojando los siguientes resultados:

i tj K1 K2 Yj

1 0.2 1.24 1 1.3

2 0.4 1.5768 1.44 1.806

3 0.6 2.0317 1.9768 2.42332

4 0.8 2.63067 2.6317 3.17645

5 1 3.40542 3.43067 4.09527
Tiempo Total Empleado: 0.160000 seconds.
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% Método de Ralston para Resolver una Ecuacién Diferencial Ordinaria
% Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

% Fecha: March 9, 2006

% Precaucion: Solamente para usos de ensefianza.

tinit =0; % Comienzo del intervalo

tfinal =1; % Final del intervalo

YO =1; % Condicion inicial

h=0.2; % Paso de integracion

n=Ctfinal-tinit)/h; % Numero de Puntos Necesarios
Y=zeros(n,1); % Inicializar el vector de Salida
t=zeros(n,1); % Inicializar el vector de tiempo
Y(1)=YO0;

t()=tinit;

for i=1:n

t(i+1l)=tinit¥i*h;

K1=FCY (1), t(i));

K2=F (Y (1)+3/4*K1*h;t(i)+374%n);

Y(i+1)=Y (i) +h*(173*K1+2/3*K2) ;
end % for

2.3.1.2. Tercer Orden

Para-el caso del Runge-Kutta de tércer orden, se cumple que tiene un error local de O(h*) y un error global
de O(h%), y sus'ecuaciones-aproximantes son:
=F(t,Y,

I

K, )
k,= Ft, +1h,Yi +lk1h
2 2
ky = F(t, +h,Y; — k. + 2k,h)
Y, =Y, +%(k1 + 4k, +K,)
Evaluando para cada sub =intervalo se'tiene:

Tabla 5. Resultados paso @ paso; tabulados porel Método Runge-Kutta de Tercer Orden

i t; Y(t)

1 0.2 1.24267
2 0.4 158331
3 06 2.04362
4 08 2.65007
5 1.0 343502

Se codifico las ecuaciones aproximantes en el “archivo sripct de’/MATLAB™, 1lamado RK3Solve.m,
arrojando los siguientes resultados:

Jj tJ K1 K2 K3 Y3

1 0.2 1.24267 1 1.2 1,48

2 0.4 1.58331 1.44267 1.68693 2/.02891
3 0.6 2.04362 1.98331 2.28164 2.6993
4 0.8 2.65007 2.64362 3.0Q798 3.51808
5 1 3.43502 3.45007 3.89508 4.518009

Tiempo Total Empleado: 0.210000 seconds.

% Método de Runge-Kutta de Tercer Orden Modificado para Resolver una
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% Ecuacion Diferencial Ordinaria

% Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

% Fecha: March 9, 2006

% Precaucion: Solamente para usos de ensefianza.
tinit =0; % Comienzo del intervalo

tfinal =1; % Final del intervalo

YO =1; % Condicion inicial

h=0.2; % Paso de integracion

n=Ctfinal-tinit)/h; % Numero de Puntos Necesarios
Y=zeros(n,1); % Inicializar el vector de Salida
t=zeros(n,1); % Inicializar el vector de tiempo
Y(1)=YO0;

t()=tinit;

for i=1:n

t(i+1l)=tinit+i*h;
K1=F(Y(1),t(i));
K2=F(Y(i)+1/2*K1*h, t(i)+1/2*h);
K3=F(Y(i)-K1*h+2*K2*h, t(i)+h);
Y(i+1)=Y(i)+h*(K1+4*K2+K3)/6;
end % for

2.3.1.3. Cuarto Orden
Para el caso del Runge-Kutta de cuarto orden, se posee las siguientes ecuaciones aproximantes:
K, =hF(t;Y;)

h, 1
KZ:hF(tj+§,YJ—+§Kl)

2h 1o 1 (0)
K; = hF[tj +?,Yj ++§K1+§ sz
Ky= hF(tJ. +hY, ++K +K; + Ks)
Y=Y, +%(K1+3K2+3K3+4K4) (41)

Tabla 6. Resultados paso/a paso, tabulados por-el Método Runge-Kutta de Cuarto Orden

i 1§ Y(t)
1 0:2 12516
2 0.4 1.60683
3 0.6 2.08946
4 0.8 2.72874
5 1.0 3.5606

Se codificé las ecuaciones-aproximantes en el archivo sripct de MATLAB™, llamado RK4Solve.m.

j tj K1 K2 K3 K4 Yj

1 0.2 1.2428 1 1.2 1.22 1.444

2 0.4 1.58364 1.4428 1.68708 1.71151 1.9851

3 0:6 2.04421 1.98364 2.282 2.31184 2.646

4 0.8 2.65104 2.64421 3.00863  3.04508 3.45323

5 1 3.4365 3.45104 3.89615 3.94066 4.43917
Tiempo Total Empleado: 0.370000 seconds.
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%
%
%
%

Método de Runge Kutta de Cuarto Orden para Resolver una Ecuacién Diferencial Ordinaria
Autor: Francisco M. Gonzalez-Longatt

Fecha: March 9, 2006
Precaucién: Solamente para usos de ensefianza.

tinit =0; % Comienzo del intervalo
tfinal =1; % Final del intervalo

YO =1; % Condicién inicial
h=0.2; % Paso de integracion

n=Ctfinal-tinit)/h;

Y=
t=

zeros(n,1);
zeros(n,1);

Y(1)=YO0;
t(D)=tinit;
for i=1:n

t(i+1)=tinit+i*h;
K1=F¢Y (1), t(i));

% Numero de Puntos Necesarios

% Inicializar el

Kz:F(Y(i)+1/2*K1*h,t(i)+1/2*h) .
K3=F(Y¥(i)+K2*h,t(i)+172*h);
K4=F(Y(1)+K3*h, t(i)+h);

Y(i+1)=Y (i )4h* (K1+2*K2+2+K3+K4) /6

end % for

2.4 ~Comparacion de Resultados

A continuacién se muestra-tnatabla résumen conlos résultados obtenidos de los diferentes métodos.

vector de Salida
% Inicializar el vector de tiempo

t Euler Euler Modificado Heun Solucion Exacta

0 1.00000000000000 | 1:00000000000000 | 1,60000000000000 | 1.00000000000000
0.2 | 1.20000000000000| 1,24000000000000 |<1.24000000000000 | 1.24280551632034
0.4 | 1.48000000000000 |1.57680000000000 | 1.57680000000000 |\1.58364939528254
0.6 | 1.85600000000000/| 2.03169600000000 | 2.03169600000000 |,2.04423760078102
0.8 | 2.34720000000000 |\2.63066912000000 | 2.63066912000000"| 2.65108185698494
1.0 | 2.97664000000000 | 3:40541632640000 | 3.40541632640000 | 3,43656365691809

t Runge-Kutta 2do Runge-Kutta 3" RungeKutta 4° Solucién Exacta

0 | 1.00000000000000 | 1.000000Q0000000 | 1.00000000000000 |1.00000000000000
0.2 | 1.24000000000000 | 1.24266666666667"| 1.24280000000000 | 1.24280551632034
0.4 | 1.57680000000000 | 1.58331022222222"| 1.58363592000000 1.58364939528254
0.6 | 2.03169600000000 | 2.04361621807407 | 2.04421291268800 | 2:04423760078102
0.8 | 2.63066912000000 | 2.650069941007807)2.65104165155712 2.65108185698494
1.0 | 3.40541632640000 | 3.43501875461753 |3.43650227321187 | 3.43656365691809

En la siguiente grafica se muestra una comparacion del error’cometido porcada uno-de los métodos)
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